Lycée La Martiniére Monplaisir PT

TD1g — Géométrie du plan et de 'espace

Exercice 1

Dans le plan P donner, pour chacune des droites suivantes :
— Un vecteur directeur
— Un vecteur normal
— Une représentation paramétrique
— Une équation cartésienne

D; est la droite passant par A(1,0) et B(—2,—3)

D5 est la droite d’équation 3x + 2y =5
- =
D3 est la droite passant par C(—1,1) et de vecteur directeur —3 ¢ + j

Ll o e

- =
D, est la droite passant par D(0,2) et de vecteur normal i + j .

Exercice 2

Soit (C) 'ensemble des points M (x,y) vérifiant 2 + y* — 2z — 4y +1 = 0.
1. Montrer que (C) est un cercle et donner son centre et son rayon.
2. Déterminer les tangentes & (C) passant par A(—1,0)

Exercice 3

- —

On se place dans 'espace £ muni d’un repére orthonormé (O, i, j, k). Donner
2

1. Une base du plan P; passant par les points A(3,1,0), B(2,2,2) et C(—1,5,0). En déduire
une représentation paramétrique de ce plan

¥

2. Une eg}ua‘mon cartésienne du plan P, passant par A(0,1,0) et de vecteur normal U = 72 i+
] + k.

3. Un équation cartésienne du plan Ps passant par A(1,1,0) et admettant pour base u = ?—i—?
ot U = 37 + ? Donner un vecteur normal de Ps.

Exercice 4

SoitaeRet D={(2—-2t,1+¢t,t),teR}et D' ={(—-1+¢t2—3t,a+2t), t € R}
1. D et D' sont-elles paralleles ?
2. Déterminer a pour que D et D’ soient sécantes.
3. Déterminer alors une équation cartésienne du plan contenant D et D’.

Exercice 5

On se place dans le plan P muni d’un repére (O, 7, 7) Soit Dy la droite d’équation cartésienne
x + 2y — 3 =0, Dy la droite d’équation cartésienne 2x + 3y — 5 = 0 et soit A(—1,—1) et B(1,4).
1. Déterminer une équation de la droite parallele & D; passant par A.
2. Déterminer une équation de la droite perpendiculaire a Dy passant par B.

Exercice 6

- = =
Soit A(1,-1,-1), B(3,2,1) et U =i+ j 4 k.Onnote D la droite passant par B et dirigée
par . Trouver une équation cartésienne du plan P contenant le point A et la droite D.

Exercice 7

On considere le vecteur W = i — J + k et les deux droites

= :].
D12 y 0 DQI v
z=1 z=0

Déterminer la droite A dirigée par U et qui coupe D; et Ds.
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Exercice 8

Soit C le cercle passant par les points A(1,—2), B(4,2) et C(1,4).
1. Déterminer le centre et le rayon de C.
2. Donner une équation cartésienne de C'.

Exercice 9

Soit P le plan d’équation z +y+ 2z = 1 et P’ le plan d’équation x = y. Soit A(1,2,3). Déterminer
les distances d(A, P), d(A, P') et d(A, PN P’).

Exercice 10

Dans le plan affine euclidien, soit D : y =22 +1, D' 1y =2z +7et D" : y = —

|8

Déterminer tous les cercles tangents simultanément & D, D’ et D”.

Exercice 11

Pour tout A € R, on définit la droite du plan Dy d’équation : (1 — A?)z + 2y + (A> — 2\ —3) = 0.
1. Déterminer I'ensemble des points M par lesquels il passe (au moins) une droite Dj.

2. Déterminer I’ensemble des points M par lesquels il passe deux droites Dy et D, perpendicu-
laires.

Exercice 12

Soit D la droite d’équation y = x — 1 et My(xg,yo) un point du plan.

1. Déterminer les coordonnées des symétriques M, Ms et M3 de My par rapport a D, (Ozx) et
(Oy).
2. Déterminer I’ensemble (E) des points My tels que M, Ms et Ms sont alignés.

Exercice 13

Déterminer 1’équation de la sphere contenant les cercles d’équations

4y’ =9 ot w2 +y? =25
z=0 z =2

Exercice 14

L’espace euclidien R? est rapporté au repére orthonormé (O, i, j, k). Soit D la droite passant

par le point A(1, 1,1) et de vecteur directeur 7(—1, 2,1). Soit P le plan d’équation 2z+y—z—3 = 0.
1. Montrer que D n’est pas orthogonale a P.
2. Déterminer une équation du plan P’ contenant D et perpendiculaire a P.

Exercice 15

Soit (ABC) un triangle équilatéral du plan, et soit M un point variable décrivant U'intérieur de ce
triangle. Montrer qu’alors, la somme des distances de M aux cotés de ce triangle reste constante.

Exercice 16

Dans Pespace R?, on considére le plan P d’équation = + 2y — z — 3 = 0 et la droite d’équation

3r—y+2=0
r+y—2+1=0

Déterminer la droite D’ symétrique de D par rapport au plan P.

Bastien Marmeth



Lycée La Martiniére Monplaisir PT

Exercice 17

On considére la famille de droite (Dx)eo,1] d’équations respectives Dy : (1=A)z+Ay—A(1-X) = 0.

Déterminer une enveloppe de cette famille de droite.

Exercice 18

Dans le plan affine euclidien, on considére deux demi-droites orthogonales D et D’ de méme origine
O, et des points M et M’ respectivement sur D et D’ tels que I’aire du triangle OM M’ soit égale &
un réel strictement positif donné a?. Déterminer enveloppe de la famille de droites (M M) lorsque

M décrit D.

Exercice 19

Soit D une droite du plan et A un point hors de D. Déterminer I’enveloppe de la normale en M
a (AM) lorsque M parcourt D.

Exercice 20

Soit quatre points A(1,2,3), B(2,3,1), C(3,1,2) et D(1,0,—1). Déterminer, en justifiant son
existence, le centre et le rayon de la spheére circonscrite au tétraedre ABCD.
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Exercices issus d’oraux

Exercice 21
(Oral 2008)

Soit (C) le cercle centré au point A(1,0) et de rayon 2.

Déterminer et étudier 'ensemble des centres des cercles (C') tangents a (C) et & la droite (D)
d’équation z = 0.

Exercice 22
(Oral 2015)
Soit A, B et C' trois points non alignés du plan affine euclidien.
1. Soit M un point du plan. Montrer que
— -— — >
(AM,BC) + (BM,CA) + (CM, AB) = 0
2. Montrer I'existence et I'unicité de 'orthocentre H du triangle ABC.

%
3. Montrer qu’il existe un unique point G tel que G—}l + Cﬁ + Cﬁ = 0. Montrer que ce point
est le centre de gravité du triangle ABC

4. %‘c O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC Trouver le point P tel que OT% =
OA + OB + OC
5. Montrer que O, H et G sont alignés.

Exercice 23
(Oral 2017, 2019)

4
Dans le plan on considére le point A(2,3) et le cercle (C) d’équation x? + y* — 2z + E= 0

Trouver les équations des tangentes & (C) passant par A.

Exercice 24
(Oral 2017)
Dans le plan on considére deux points M (0,yar) et N(zn,0) avec 2yp =2 — zy.
1. Déterminer une représentation paramétrique de la droite (M N).
2. Déterminer et étudier l'enveloppe de la famille des droites (M N).
3. Que représente cette enveloppe ?

Exercice 25
(Oral 2018)

Soit C' un cercle du plan et soit A un point fixe du cercle. On note H le projeté orthogonal de A
sur la tangente au cercle en M.

1. Paramétrer le probléme.
2. Déterminer les points M et N de C pour lesquels I'aire de M N H est maximale.

Exercice 26
(Oral 2018)

Soit C le cercle de centre (2,0) et de rayon 1. Soit D la droite d’équation z = 0.

Déterminer et représenter le lieu des centres des cercles tangents a C' et a D.

Exercice 27
(Oral (2024))

Pourt € [—g, g} on définit C(t) de coordonnées (cos(t), sin(t)) et Dy 'image de la droite paralléle
a l'axe des abscisse passant par C(t) par la symétrie orthogonale par rapport a la droite (OC(t))
1. Donner un vecteur directeur de D; et une représentation paramétrique
2. Déterminer I'enveloppe des droites (Dt)te[—g,g]

3. Tracer cette enveloppe
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

1. Dy est la droite passant par A(1,0) et B(—2,—3).

- = - =
zﬁ = —34 —37 est un vecteur directeur de D;. W = i — j

i est un vecteur normal a D;.

Une représentation paramétrique de D; est

Dy = {(1-3t,-3t), t € R}

Une équation cartésienne de D, est
D :x—y=1

2. Dy est la droite d’équation 3z + 2y =5

- = - =
Remarquons que E(1,1) € D,. =34+ 2 j est un vecteur normal a D. U =-27 + 37
est un vecteur directeur de D.

Une représentation paramétrique de Dy est

Dy ={(1-2t1+3t), t€R}

- =
3. D3 est la droite passant par C(—1,1) et de vecteur directeur —3 i + j

— - N
n=1i+3 j est un vecteur normal a Ds.

Une représentation paramétrique de D3 est

Dy={(-1-3t,1+1), t R}

Une équation cartésienne de D3 est

Dy : z4+3y=2

- =
4. Dy est la droite passant par D(0,2) et de vecteur normal 7 + j .

U=1i- 7 est un vecteur directeur de Dy.

Une représentation paramétrique de D, est

Dy ={(t,2-1), tcR}

Une équation cartésienne de D, est

Dy :x4+y=2

Corrigé de ’exercice 2

1. On a
M(z,y) € (C) e a?+y* =20 —4y+1=0
S@-1)2-14+@y—-22-4+1=0
S@-1>2+@y—-2)%*=4

Ainsi M appartient a (C) si et seulement si M appartient au cercle de centre Q(1,2) et de
rayon 2. (C) est donc le cercle de centre €(1,2) et de rayon 2.
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2. A est a 'extérieur du disque de centre 2 et de rayon 2. Par A passent donc deux tangentes
au cercle (C) qui touchent (C) en B et C. Les triangles QAB et QAC sont alors rectangles
en respectivement B et C'. 2A est I'hypoténuse de ces deux triangles. Ainsi B et C' sont sur

le cercle centré au milieu de QA et de rayon TR c’est-a-dire le cercle de centre I1(0,1) et de

rayon /2. Les coordonnées de B et C vérifient alors les deux équations

24y =20 —4dy+1=0
2 4y? =2y —1=0

—2rx—-2y+2=0
2 4y? —2y—1=0

r=1—y
v -2y +1+9y*—2y—1=0

r=1—-y

2y(y =2) =0
D’ou (z,y) = (1,0) ou (z,y) = (—1,2). D’ou B(1,0) et C(—1,2). Les deux tangentes sont
alors la droite T7 = (AB) d’équation y = 0 et la droite 75 = (AC) d’équation x = —1.

Corrigé de I’exercice 3

1. A, B et C ne sont pas alignés car Ag et A(E ne sont pas colinéaires. Une base de P; est
AB=—1i + j +2k, AC=—-414 4+4j.O0n en déduit une représentation paramétrique de
P1

Pr={(3—t—4s,1+1t+4s5,2t), (t,s) € R*}

2. Py admet pour équation cartésienne
Py 2x+y+z2=1

3. P contient les points A(1,1,0), B= A+ = (2,2,0) et C = A+ ¥ = (4,1,1). Un équation
cartésienne de Ps est de la forme ax + b+ y 4+ cz = d. On a alors

a+b=d
2a+2b=d
da+b+c=d
D’ou
d=0
a=-b
c=—3a
— 3z = 0 est une équation cartésienne de P3. On en déduit que le vecteur
est un vecteur normal du plan Ps.

Corrigé de I’exercice 4

- = =
1. D admet comme vecteur directeur @ = —2 i + j + k et D' admet comme vecteur directeur

v = ? - 37 + 2?. D et D’ sont paralléles si et seulement si U et U sont colinéaires. U et
o sont colinéaires s'il existe ¢ € R tel que U = t?, ie. tel que —2 =1t, 1 = -3t et 1 = 2t,
ce qui est clairement impossible. Ainsi D et D’ ne sont pas paralléles.

2. D et D’ sont sécantes s’il existe t € R et s € R tels que

(2—-2t,1+¢,t)=(—-14s,2—3s,a+2s)
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C’est-a-dire, si le systéme suivant admet une solution

s+2t=3
(S) : ¢3s+t=1
—2s+t=a
L2(—L2—3L1
L3y <+ L3+ 21,
s+2t=3
(S) & ¢ -5t =-8
St=a-+6
L3+ L3+ Lo
1
LQ(——gLQ
s+2t=3
8
S) & (t=—
(s) .
0=a—2

Le systéme est compatible si et seulement si a = 2 auquel cas D et D’ sont sécantes en

6 13 8
M-, —,=|.
( 55 ’5)
3. Le plan P contenant D et D’ admet comme base (7,7), on va donc trouver un vecteur

orthogonal a U et .

- = =
W=+ J + k convient. P est donc le plan d’équation x +y + z = 3.

Corrigé de ’exercice 5

1. Notons Dj3 la droite @ralléle a D passant par A. D3 admet pour vecteur normal tout vecteur
normal & D;. Ainsi 7 + 2 j est un vecteur normal a Ds.

On en déduit que D3 admet pour équation cartésienne x + 2y = —3.
2. Notons Dy la droite perpendiculaire a Dy passant par B. D4 admet pour vecteur normal
tout vecteur directeur & Dq. Ainsi 37 — 2 j est un vecteur normal & Dy.

On en déduit que D, admet pour équation cartésienne 3x — 2y = —5.

Corrigé de I’exercice 6

Il nous faut trouver un vecteur normal a P. (ﬁ , 7) est une base de P. Il nous faut donc trouver
_>

%
un vecteur orthogonal a 1@ et . On constate que n = 4 — k convient. Ainsi P est le plan
d’équation x — z = 0.

Corrigé de I’exercice 7
Soit M (2, yar, 2ar) un point de A. Une représentation paramétrique de A est donc
A= {(xM+t7y]V1 *t,ZM +t) 9 te R}
A coupe Dy, ainsi il existe t e Rtel que ypr —t =0et 2pr +t =1, dotU ypr =1 — 2.
De méme A coupe D, ainsi il existe s € R tel que xps+s=1et zp;+s =0, d’ou zp; = zps — 1.

Ainsi un point M appartient & A si et seulement si ypy =1 — zp7 et zpr = xzpr — 1. A est donc
la droite d’équation
+z=1
A {y

r—z=1
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Corrigé de I’exercice 8

1. Le cercle C est le cercle circonscrit au triangle ABC, son centre est donc le point de concou-
rance des médiatrices du triangle ABC. La médiatrice du segment [AC] est la droite d’équa-

tion y = 1 et la médiatrice du segment [AB] est la droite d’équation 3z + 4y = > Leur

5v13
—

7
intersection est le point ) (6’ 1>. Le rayon du cercle est la longueur QA, c¢’est-a-dire

2. Un équation cartésienne de C' est alors

Corrigé de I’exercice 9
Il nous faut déterminer les projetés orthogonaux de A sur P, P’ et PN P’.
Le projeté orthogonal de A sur P est 'unique point H; de P tel que
VM € P <H1M7H1A>:O

C’est également l'intersection de P et de la droite perpendiculaire & P passant par A. La
dite perpendiculaire D7 est dirigée par o=+ j + k et admet donc comme représentation

paramétrique
Dy ={(1+t2+t,3+1t),teR}

Ainsi il existe t € R tel que H; ait pour coordonnées (1 +¢,2 +¢,3 4+ t). Comme H; € P on a de

5 214
plusl+t+24+t+3+t=1dout= —3 Ainsi H; est le point de coordonnées (—3, 3’ 3).

On sait que la distance d(A, P) est égale a la longueur AH;. Ainsi

)
d(A,P)=—
(4,P) 7
Le projeté orthogonal de A sur P est I'unique point Hy de P’ tel que
VM ¢ P’ <H2M,H2A>:0

C’est également l'intersection de P’ et de la droite perpendiculaire & P’ passant par A. La dite

perpendiculaire Dy est dirigée par n3 = i — j et admet donc comme représentation paramétrique

Dy ={(1+t2-13), teR}

Ainsi il existe t € R tel que Hy ait pour coordonnées (1 +t,2—t,3). Comme Hy € P’ on a de plus
1 33
1+t=2—-tdout= ok Ainsi Hs est le point de coordonnées (27 2,3).

On sait que la distance d(A, P’) est égale & la longueur AH,. Ainsi

d(A, P') = %

Enfin le projeté orthogonal de A sur P N P’ est 'unique point Hz de P N P’ tel que

VM e PNP (HsM,HsA) =0

e
La droite PNP’ est dirigée par le vecteur i + j —2 k et passe par le point de coordonnées(0, 0, 1).

On a ainsi une représentation paramétrique de P N P’

PNP ={(tt1-2t), teR}
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Il nous faut alors déterminer ¢, tel que Hj ait pour coordonnées (tg,tg,1 — 2tp). La condition
VM € PNP' (HsM, H3A) se réécrit

vVt e R (tfto) X (17t0)+(t7t0) X (27t0)+(2t072t) X (3*1+2t0) =0
C’est-a-dire

vVt eR (t — to)(—l — 6t0) =0

1 1 14
D’ou tg = 5 et Hs admet pour coordonnées (—6, —5’ 3).

On sait que la distance d(A, P N P’) est égale a la longueur AHs. Ainsi

d(A, PN P) = %

Corrigé de ’exercice 10

— Si un cercle (C) de centre et de rayon R convient, alors notons H, H' et H" les points de
contacts de (C) avec les droites D, D', D" respectivement.

On a D et (QH) sont perpendiculaires donc H est le projeté orthogonal de 2 sur D, d’ou
QH =d(Q,D)

De méme QH' = d(Q, D) et QH" = d(Q2, D")

Réciproquement, si on dispose d’un cercle de centre §) qui passe par le point M € D tel

que OM = d(2, D), alors M est le projeté orthogonal de Q sur D et donc D et (QH) sont
perpendiculaires, ce qui prouve que D est tangente au cercle.

Ainsi les cercles solution seront exactement ceux dont le centre est & égale distance de D, D’
et D", et de rayon cette distance commune.
— Un point Q de coordonnées (a,b) est équidistant de D, D" et D" si et seulement si

{ d(Q,D) =d(Q,D’)
d(Q, D) = d(Q, D")

Le projeté orthogonal de Q sur D est 'unique point H de D tel que D et (QQH) sont perpen-

diculaires. En notant (z,y) ses coordonnées on doit donc avoir y = 2x+1 et x : Z _12 =0.
-2 2b 1+ 2a+4b
On en déduit que H a pour coordonnées < +5a + , + ng > et donc

—2—4a+2b)2+(1—|—2a,—b)2 _1+4a—2b—4dab+4a*+b*  (b—2a—1)?

0.0 — [aB|? =
4@, DY? = | | o < : :

On détermine de maniére similaire les distances de Q & D’ et D”.
La premiére équation de notre systéme s’écrit alors
b—2a—1] |b—2a—7|
V5 V5

La premiére égalité est toujours fausse donc cette premiere équation est équivalent a b = 2a+4

<~—b—-2a—1=b—-2a—Toub—2a—1=-b+2a+7

La deuxieme équation du systéme est
|b—2a -7 |a+ 20|
V5 NG

<= b—2a—7 = a+2b ou b—2a—7 = —a—2b <= 3a+b=—-Tou -7 =a—3b

11 2
On en déduit que les deux possibilités sont 4 (—1,2) et Qg(—g, _5)
3

On a d(Qy,D) = 7 = d(Qq, D).

3
Ainsi il y a deux cercles solutions de rayon — et de centres €27 ou 2.

V5
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Corrigé de I’exercice 11

1. Soit F I’ensemble recherché. Soit M (x,y) un point.
On a M € F si et seulement si il existe A € R tel que (1 — Az 42 \y + (A2 —2X —3) =0
Ainsi M € F si et seulement si le polynéme P(Z) = (1 —2)Z% +2(y — 1)Z + 2 — 3 a une
racine réelle donc si et seulement si son discriminant est positif.
Ledit discriminant vaut (y — 1)* 4 (z — 1)(x — 3), ainsi M € F si et seulement si (y — 1)* +
(x—1)(z—3)>0.
Or(y—1)2?+@x-1)(z-3)=@wy—1)2+2?—4z+3=(x—2)*+(y—1)> -1, ainsi M € F
si et seulement si (z —2)% 4+ (y — 1)% > 1.
F est ainsi U'extérieur du disque de centre (2, 1) et de rayon 1.

2. Soit G Pensemble recherché. Soit M (z,y) un point.

On a M € F si et seulement si il existe (A, u) € R? tel que

(1=2)z+2xy+ (A =21-3)=0 ‘1—% 1 —p?
2 9 et

(1—pPz+2py+ (p* —2p—3) =0 2\ 2p
Ainsi M € F si et seulement si le polynéme P(Z) = (1 —2)Z* +2(y — 1)Z + v — 3 admet [~ Non-nullité ————
deux racines réelles distinctes X et p telles que 1 — A — % + (A\pu)? +4 =0 On peut bien suppo-
D’apres les relations coefficients-racines, ceci est équivalent a l'existence de (A, u) € R? tel ser x # 1 car sinon

2(y—1) r—3 9 9 le polynéme P serait

que At pr=—— = A= et 1= (At )T+ (A)" + 6 =0 et A g dnon-nul et de degré

inférieur ou égal a 1

En substituant on a alors .
et ne pourrait donc

T2 =2+ W) +4 =0

2y —1)\° -3 -3 pas avoir deux ra-
1= (_(1y_x)> + (T—x) +6T_$ =0 cines distinctes.

(-1 —4y—1)2+(x—-3)*—6x—1)(z—3)=0

2 =20 +1—4(y—1)*+2%> - 62 +9— 62 + 242 — 18 =0
—4(y —1)* —42? + 162 — 16 =0

(x—2%+(y—1)7°=2

(T R

On en déduit que G est inclus dans le cercle de centre Q(2,1) et de rayon v/2.

Si M(z,y) appartient au cercle trouvé alors (z — 2)? + (y — 1) = 2 > 1 et ainsi P a bien
deux racines distinctes.
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Finalement G est le cercle de centre (2,1) et de rayon v/2.

Corrigé de I’exercice 12

1. Les points My et M3 sont faciles a obtenir : Ms a pour coordonnées (zg, —yo) et M3 a pour
coordonnées (—zg, Yo)-

Le point M; est I'unique point tel que MyM; et D sont perpendiculaires et le milieu du
segment [MoM;] appartient a D.

Notons (x,y) les coordonnées de My, on a donc Y -;yo - —;xo —1let zi 50 711
— Yo

Douny+y—x—2z0+2=0etz—20+y—23 =0, Ainsiz=yo+1y =m0 — 1.

o

M; est donc le point de coordonnées (yo + 1,29 — 1)

— ——
2. My, M5 et M3 sont alignés si et seulement si M;Ms et MyMs sont colinéaires donc si et
xo—yo—l —2,:EQ —0

seulement si
Yo —xo+1 2yo

On a

zo—yo—1 —2zo

1 1 1
= — —1)— — = — 2 2_ = — — —_ = — -
yo—mo+1 20 | 2yo(zo—yo—1)—2x0(20+yo—1) 2(yo+yot+r5—20) 2 ((Z/o + 2) + (ﬂfo 2) 2)

1 1 1
Ainsi M7, My et M3 sont alignés si et seulement si (yo + 2) + (xo - 2) =3 c’est-a-dire

1) ¢ d 1
- € € rayon ———.
2 Yor 2

1
si et seulement si My appartient au cercle de centre 2 (2, —

Corrigé de ’exercice 13

On suppose qu’une telle sphere existe.

Soit Q(a, 8,7) le centre de la sphere d’équation (z — a)? + (y — 8)* + (2 — 7)* = R?

Le centre d’une sphere dont l'intersection avec le plan d’équation z = 0 est le cercle d’équation
> +y* =9
z=0

passant par le centre du cercle). On a donc a =3 =0

est situé sur l'axe (Oz) (le centre se trouve sur la droite perpendiculaire au plan

Une équation de I'intersection de la sphere avec le plan d’équation z = 0 est le cercle d’équation
{w2+y2+72:R2
z=0
On en déduit que R? — 42 =9
Une équation de la sphére est donc 2% + ¢ + 22 — 272 = R2 — 42 = 9.
On en déduit qu’alors une équation de 'intersection de la sphere avec le plan d’équation z = 2
4y +4—4y=9

est le cercle d’équations { 0
z =

2,2
4+ y =25
Or, d’aprés ’énoncé, un systéeme d’équations de ce cercle est { 2y
z=2.
Ainsi 9+ 4y —4=25. D’ou vy = 5.
On en déduit que si une sphére convient, elle admet pour équation 2 + y? + 22 — 10z = 9.

On vérifie aisément que cette sphere convient bien.

Corrigé de ’exercice 14

1. Un vecteur normal au plan P est 7(27 1,—1) : il n’est pas colinéaire & @ donc P et D ne
sont pas orthogonaux.
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2. Comme U et ¥ ne sont pas colinéaires, ce sont donc des vecteurs du plan P’ qui en définissent
une base.
—
Ainsi, si M(x,y,2) est un point du plan, alors M € P’ si et seulement si AM, U et ¥ sont
coplanaires donc si et seulement si det(AM, 7, 7) =0.

En calculant le déterminant on en déduit que M (x,y,2) € P’ si et seulement si —3z + y —
5z +7=10. P’ est donc le plan d’équation —3x +y — 5z +7 = 0.

Corrigé de I’exercice 15
On pose a = AB.

—
A'C
On va se placer dans le repére orthonormé (A’ ?, 7) avec A’ milieu de [BC], 7= et
A'C
—
- AA
I T wa

Dans ce repere, le triangle étant équilatéral, on a les coordonnées suivantes : A (O, —
a a
B (—7,0) ot C (7,0).
2 2

7

Dire que M (z,y) est a l'intérieur du triangle signifie que M est situé du méme coté que le
troisieme sommet du triangle par rapport a la droite passant par les deux autres sommets.

M est situé du méme c6té que A par rapport & (BC), ainsi y > 0. La distance de M (x,y) a
(BC) est alors y.

Une équation de la droite (AB) est v/3 (ac + g) —y=0.
En C,on a3 (g + %) — 0> 0. Donc M est situé du méme cdté que C' par rapport a (AB)

si et seulement si V3 (x + g) —y=0.
1
La distance de M a (AB) est alors ? (x + g) —3¥
. . . a
Une équation de la droite (AC) est V3 (x - 5) +y=0.

EnB,onaf\/§<g+g

si et seulement si V3 (x — %) +y < 0.

) +0 < 0. Donc M est situé du méme coté que B par rapport a (AC)

3 1
La distance de M & (AB) est alors —g (x — %) —3¥

Ainsi, si M est un point variable décrivant 'intérieur de ce triangle, la somme des distances de
M aux cOtés de ce triangle vaut alors

12 Bastien Marmeth
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V3 a V3 a av/3
(T8 s) e (F 5 m)

La somme des distances de M aux cotés de ce triangle est donc bien constante.

Corrigé de ’exercice 16

Une droite est entiérement déterminée par deux points, déterminons donc deux points de D’. Par

4 4

Si on détermine le point d’intersection A de D et P, celui-ci appartient également & D’. Notons
A(z,y,z). On donc :

1 3
calcul le droite D a pour représentation paramétrique D = { (—7 z— -, z) , 2 € R}

=1t
4
Alx,y,z) e DNP & yizi%

r+2y—2—-3=0

1 .19

id Al —=,4,— ).

qui donne < TRh 4>
. 1 3 , . s /

Le point B ViRE 0 | est également un point de D, son symétrique B'(x,y, z) par rapport

apP
—

Le point B’ est caractérisé par le fait que BB’ est un vecteur normal & P donc colinéaire &

U (1,2,—1) et que le milieu I de [BB'] appartient & P.

- dr—1 4y —3
Puisque 7(1,2,—1) + ﬁ il existe donc A € R tel que BB’ = \u et I( a: y Z)

8 7 8 2
appartient a P.
On a donc A € R tel que

1
x“‘*:A €T = _1
43
S —on -2
vty e (Y 1
z=—A z=—A
dr —1 dy—3 =z 19
3 +2 3 —5—3—0 )\_ﬁ
4 29 19
qui donne B’ (3,12,—12>.

On alors D' = (AB').

Corrigé de ’exercice 17
Pour A € [0, 1] la droite Dy passe par les points A(0,A) et B(1 — A,0).

1l s’agit donc de la droite passant par A(0,\) et dirigée par 7 (\) = 1@(1 — A=)
1-X -1
-2 -1
On cherche une enveloppe de la famille (Dx)xeo,1] paramétrée par A(X) + c(NT(N).

'(\) a pour coordonnées (—1,—1) et ’ # 0. Ainsi la famille (7, @) est libre.

d
Une telle enveloppe est alors telle que aA()\) +¢(A\)U(A) et @ (N) sont colinéaires.

On cherche donc c telle que

‘0 —cN)+N1 =N 1— A‘ 0
1—c(A\) = (M)A M|
On a
: _1692&0/—(?((;)1 Y 1-?’ - ‘ffﬁ?i) 1__3‘ =Ae(d) = (L= A1 = (V) = 1+ A+ ()

13
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Ainsi, pour tout A € [0,1], ¢(A) =1 — A.

Une enveloppe de la famille (Dx)xg[o,1) est ainsi paramétrée par
z(A) = (1 - N)>?
y(A) =A— (1= =)\
Il s’agit d’une partie de la parabole de directrice la droite d’équation y + z = 0 et de foyer le

11
pomt F(<2, 2>

Corrigé de I’exercice 18

On choisit de se placer dans le repére d’origine O, d’axe (Ox) dirigé et orienté par D, d’axe (Oy)
dirigé et orienté par D’.
On parametre la demi-droite D par I'abscisse ¢ € RY du point M :
OM x OM’
Dans ce repeére, M (t) a donc pour coordonnées (t,0). L’aire du triangle OM M’ est ———————

2a?
et vaut a® d’out M’(t) a pour coordonnées (O7 t>'

. , . 2a2
La droite D; = (M (t)M'(t)) a alors pour vecteur directeur m —t, - )

- —9 2
On a alors u/(t) (—1, a), d’ott

t2
—t -1 2
_) 4
det(W (1), /(1)) = |20 —20%| = == #0
g2

Soit (I') une enveloppe des droites (D).
Un point P appartient & (T') si et seulement si il existe ¢ tel que la tangente en P & (') est la

droite (D;), c’est-a-dire il existe une fonction \ de classe C' telle que P(t) = M(t) + A(t)u(t) et

dP g
— et u(t) sont colinéaires.

dt

dM(t -
Ceci équivaut & det ( dt( ) + A(t)u’(t),@) =0.

At) = - (dﬂi(t)’@) 1
det (m,m) 2

On obtient ainsi comme représentation paramétrique de (T')

On en déduit que

\ *
outeRY

@._‘mww\w

On peut transformer cette écriture pour reconnaitre (I')

t
€Tr = — t:2x (12
3t > 0, 22 <« 3t >0, a? <:>y:2—etx>0
= — X
V=T T

Ainsi (T) est une branche d’hyperbole équilatére dont les asymptotes sont D et D'.

Corrigé de ’exercice 19

t # 0 car sinon le
triangle serait d’aire
nulle

14
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On choisit de se placer dans le repere d’origine O la projection orthogonale de A sur D, d’axe
(Ox) = D, daxe (Oy) = (OA). Notons a 'ordonnée de A, a # 0.

On parametre la droite D par 1'abscisse ¢ € R du point M : M(t) a pour coordonnées (¢,0). La
normale D; a (AM (t)) en M(t) admet pour vecteur directeur u(Tﬁ(a, t) et passe par M(t).

La famille (% (t), @’ (t)) est bien libre car a # 0.

Soit (T") 'enveloppe des droites (Dy).

Un point P appartient a (T') si et seulement si 3¢ tel que la tangente en P & (') est la droite

dp
(Dy), c’est-a-dire il existe une fonction A de classe C' telle que P(t) = M (t) + \(t)u(t) et ¥ et

u(t) sont colinéaires.

dM (¢ -
Ceci équivaut a det ( ®) + A(t)u’(t),z?@) =0.

dt

det dM(t) 7 1@
On en déduit que A(t) = — deS(q% 1@>) .

t
Ainsi A(t) = —. On obtient comme représentation paramétrique de (') :

a
x(t) =2t

2 teR
) =—
y(t) =~

On a facilement une équation de (I"),

r =2t
N(z,y) e (I') & 3JteR, 2
V=g
x
b =3
& dt eR, _xj
Y  4da
N
y_4a

(T") est donc la parabole de sommet O et d’axe focal (OA).

Corrigé de I’exercice 20

On procede par analyse-synthése. Supposons qu’une telle sphére existe et notons Q(z,y,z) son
centre et R > 0 son rayon. On a donc les équations :

(=12 +(@y—2°+(2-3)° =R
(=2 +(y—3°+ (-1 =R
(- 3)° ( 1)+ (2 -2)* = R?
(x—12+y*+ (2 +1)* = R?
ce qui donne en particulier
=12+ -2°+(2-3 = (-2 +(y-3)>+ (2 - 1)°
(=32 +@w-12+(z-2%*=@—-22+(@y—3)*+(z—-1)?

(
(0= D243+ (1 = (5= 2P+ (g =3+ (2= 1)
puis, apres simplifications
—2r+1—-4y+4—-6y+9=—-4r+4—-6y+9—22+1

—6y+9—2y+1—4z+4=—-4dx+4—-6y+9—22+1
—2c4+1+2z24+41=—-4rx4+4—-6y+9—-22+1

qui est un systéme linéaire ayant pour unique solution (1,1,1). On calcule ensuite QA = R = V5.
Ainsi, la spheére recherchée a pour équation :

(-1 +@wy-12+(z-1)%*=5
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On vérifie ensuite aisément que les coordonnées des points A, B, C, D vérifient bien cette équation.

Corrigé de I’exercice 21

Si un cercle (C') de centre Q et de rayon r est tangent a (C) au point de contact M alors les deux
rayons [QM] et [AM] sont perpendiculaires & la tangente commune aux deux cercles. Ainsi les
points 2, M et A sont alignés.

Deux situations sont alors possibles :

— Les points sont alignés dans 'ordre A, M, 2, i.e. Q se trouve sur le segment [AQ]. On a alors
AQ =AM + MQ =r + 2.

(D) est tangente au cercle (C) de centre 2 et de rayon r si et seulement si d(Q2, D) = 7.

On va ainsi chercher les points Q(z,y) tels que AQ =2+ d(Q, D).
Si Q a pour coordonnées (z,y) alors d(Q2, D) = |z| et AQ = +/(x —1)2 + 42

On a ainsi
AQ=2+d(Q,D) & 2+ |z|=+/(z—1)2+y?

& 2 4dlr|+4=(z—1)% +4?

& 2 tdlr|+4=2% 20+ 1+

& 2x44z]=9*-3
x>0 r <0

= y? -3 ou 3 — 92
T="F z=—

— Les points sont alignés dans 'ordre M, A, Q i.e. A se trouve sur le segment [M€]. On a alors
MQ=A0+ MA, dout AQ=MQ—MA=r—2

(D) est tangente au cercle (C) de centre 2 et de rayon r si et seulement si d(Q2, D) = r.

On va ainsi chercher les points Q(z,y) tels que AQ = d(Q,D) — 2.
Si Q a pour coordonnées (z,y) alors d(Q, D) = |z| et AQ = +/(z —1)2 + 2.

On a ainsi
AQ=d(Q,D)-2 & |z|-2=+/(z—1)2+y?

= 2% —dz|+4=(z - 1)+

= 22 —dlz|+4=2% 20 +1+y>

= 22 —4z|=9*-3
x>0 <0

= 3 — 92 ou y? -3
T T

— Les points sont alignés dans Pordre M, Q, A, i.e. Q se trouve sur le segment [MA]. On a
alors MA=AQ+ MQ, d'out AQ=MA—-QM =2 —r

(D) est tangente au cercle (C') de centre Q et de rayon 7 si et seulement si d(2, D) = r.
On va ainsi chercher les points Q(z,y) tels que AQ =2 —d(Q, D).

Si Q a pour coordonnées (z,y) alors d(Q, D) = |z] et AQ = /(z —1)2 + 2.

On a ainsi
AQ=2-d(Q,D) < 2—|z|=+(z—1)2+y?

= 2% —dz|+4=(z - 1)+

= 22 —dlz|+4=2% -2 +1+y>

= 2r—4jz|=y*-3
x>0 r <0

= 3 — 92 ou y? —3
T T
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Réciproquement on a

x>0 r <0
3—y? ou y? —3 = AQ =2-d(Q,D)quad ou  AQ = d(Q2, D)2
T T
Finalement le cercle (C') de centre Q(z,y) et de rayon r est tangent & (C) si et seulement si
_3-y ouz = v -3
2 -6

On reconnait la réunion de deux paraboles d’axe focal 'axe (Ox) et des sommets respectifs

3 1
Sl (2,0> et SQ (-270>

Corrigé de ’exercice 22

1. Soit M un point du plan, on a

(AM,BC) = (AB + BM, BC)
— (AB, BC) + (BM, BC)
:<E,Eﬁ+m>+<ﬂf,ﬁ+ﬁ>
— (AB, BM) + (AB, MC) + (BM, BA) + (BM, AC)
—(AB,CM) — (BM,CA)

Ainsi on a
(AM, BCY+(BM,CAY+(CM, AB) = —(AB,CM)—(BM,CA)+(BM,CA)+(CM, AB) =
2. On cherche a montrer que les hauteurs du triangle ABC' s’intersectent en un unique point.

Soit M un pomt du plan. M appartient a la hauteur issue de A dans le triangle ABC si et
seulement si (AM B?) =0.

17
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De méme M appartient a la hauteur issue de B dans le triangle ABC' si et seulement si
——
(BM,CA) =0.

Puisque A, B et C ne sont pas alignés les vecteurs B? et Cﬁl ne sont pas colinéaires et
donc les hauteurs issues de A et de B dans ABC ne sont pas paralléles (car leurs vecteurs
normaux ne sont pas colinéaires).

Elles s’intersectent donc en un unique point H.

D’apres la question précédente on a alors <C’4H> , ﬁ> =0, i.e. H appartient a la hauteur issue
de C dans le triangle ABC.

Les trois hauteurs s’intersectent donc en un unique point H, I'orthocentre du triangle ABC.

CB
3. Soit A’ le milieu du segment [BC], on a donc Bl =1IC = -

Ainsi, pour un point G on a

BG +CG = Bl +IC +2IG = BC + 21

On a alors

GA+GB+GC =GA+BC +21G = BC + TA+ I

— —
Ainsi GA + @ + C@ = 0 si et seulement si .@ = ﬁ + B? ce qui assure l'existence et
I'unicité du point G.

On a
GA =BG +CC =Bl +1C + CIIC = 21G = 2TA + 24G

2
Ainsi ﬁ = gﬂ G appartient donc a la droite (AI), i.e. & la médiane issue de A dans ABC.

De maniére similaire G appartient donc a la médiane issue de B dans ABC' et a la médiane
issue de C' dans ABC, c’est donc le centre de gravité de ABC.

—
4. L’égalité OA+ O? +O? = &% définit P de maniére unique. On cherche ici si P est un point
particulier du triangle ABC.

Comme O est le centre du cercle circonscrit du triangle ABC on a donc OA = OB = OC.
On a

(AP, BCY = (A0 + OP, BC)
— (A0 + OA + OB + 0C, BC)
— (OB + OC, BC)
— (OB + 0C,BO + 0C)
— (OC + 0B,0C — OB)
= [OC|> - |0B?

De maniére similaire (BM,CA) =0 et (C ,/@) =0 et donc

<A—1\>47@>+<L3_1\>4,(71>+<W,ﬁ>=0

Ainsi P est orthocentre de (ABC), P = H
5. Ona
OH = OA + OB + OC = OG + GA + OG + GB + 0C + GC' = 30G

1
On a O—H) = 5@’ ainsi O, H et G sont alignés.

Corrigé de I’exercice 23
Pour (z,y) € R? on a

4
z2+y272z+5:(x—1)2+y275
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1
(C) est donc le cercle de centre €2(1,0) et de rayon —.

V5
A est a 'extérieur du disque de centre €2 et de rayon 2. Par A passent donc deux tangentes au
cercle (C) qui touchent (C) en B et C.

Les triangles QAB et QAC sont alors rectangles en respectivement B et C'. QA est ’hypoténuse
A

de ces deux triangles. Ainsi B et C sont sur le cercle centré au milieu de QA et de rayon —

7

33
c’est-a-dire le cercle de centre I (2, 2> et de rayon v/ 10. Les coordonnées de B et C' vérifient alors

les deux équations

D’ou
2 =3z +y?—3y+2=0

6
x+3y—g:0

2 —3r+y*—3y+2=0

6
6y 4
102 -4 -2 _
Y75 T35

36 2 31 36 2 31
Dot (z,y) = (25,—25> ou (z,y) = (5,5>. D’ou B <25,—25) et C (5,5) Les deux

tangentes sont alors les droites d’équation 14z — 7y = 7 et d’équation 11z — 2y = 16.

Corrigé de l’exercice 24

TN — 2
2
point N(zn,0). Ainsi (M N) admet pour représentation paramétrique

1. La droite (M N) est dirigée par le vecteur de coordonnées | zy, ) et passe par le

{(xN(1+t), xNQ_Qt) e R} — {(an(1+29), (zx —2)s) , s € R}

2. Pour simplifier les écriture on va noter t = x .
!
Notons © (t) le vecteur de coordonnées (2t,¢ — 2). On a det(u/(t), uTtS) #0

On cherche une enveloppe de la famille de droite N (¢, 0) +Vect(17(3 paramétrée sous la forme
d
t— N(t,0) + A(t)u(t) ou — (N(t, 0) + )\(t)u(*t» et u(t) sont colinéaires.

dt
2 2t | t—2
On doit avoir ) i ol = 0,ie A(t) = 1
Cette enveloppe est donc paramétrée par
t—2 2
w(t) =t 42— =
(t . 2)2 ,teR

y(t) = —

3. Soit M un point de coordonnées (z,y), on a alors, en notant E 1’enveloppe

£ (t-2?

M(z,y) e E < EItGR,z:Q,y: 1
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Ainsi

M(z,y) €E < 3teR, y=2r—4t+4, 2z =1
4 — 4y + 2z (4 — 4y + 2x)?
- " o= 7 "

& JteR) t= , =
4 16
(4 — 4y + 27)?
& 2r=-—"
v 16
2—-2 2
Ainsi I'enveloppe est la conique d’équation z = %, il s’agit d’une parabole.

Corrigé de I’exercice 25

%
1. Soit O le centre du cercle, on se place dans le repére orthonormé (O, 4

Notons a = OA

Dans ce repére le point A a pour coordonnées (a,0). Un point M (z,y) appartient & C si et

seulement si z? + y? = o

yon 7 04
j)ou ¢ OA"

9

Soit M (acos(t),asin(t)) un point du cercle avec t € [0,2n[, la tangente T3 & C en M est
normale & OM et passe par M, elle a donc pour équation a cos(t)z + asin(t)y = a?.

Le projeté orthogonal H de A sur T} est alors le point de coordonnées (a(1 — cos?(t) + cos(t)), a(1 — cos(t)) sin(t))
2. Soit N un autre point de C' de coordonnées (a cos(s), asin(s)), laire du triangle M NH est

1 —]V}
alors égale a §| det(M ,mﬂ

MN a pour coordonnées (a(cos(t) — cos(s)), a(sin(t) — sin(s)) et MH a pour coordonnées
(a(1 — cos®(t)), —acos(t)) sin(t))
Ainsi I'aire de M N H est égale a

1 . _ L|]a(cos(t) —cos(s))  a(l —cos™(t))

5 |d t(]m7 m” 2 || a(sin(t) —sin(s) —acos(t)) sm(t)’ ‘
= |eos (s) cos (1) sin (1) —sin (1) — sin () cos (° + sin (5
= | sin (¢) (sin (s) sin (¢) 4 cos (s) cos (t) — 1) |

— [sin ()] x | (cos(t — s) — 1)|

On verra dans le chapitre sur les fonctions de plusieurs variables comment maximiser rigou-
reusement cette quantité.

o s N .. . U 4 .
De maniére intuitive on va chercher & maximiser |sin (¢)| en prenant ¢ = 5 ou t= —7 puis

on maximise |cos(t — s) — 1| en prenant t — s =, i.e. s =7 +¢.

Ainsi aire sera maximale pour M de coordonnées (0, a) et N de coordonnées (0, —a) ou bien
M de coordonnées (0, —a) et N de coordonnées (0, a).

Corrigé de I’exercice 26

Notons A le point de coordonnées (2, 0).

Si un cercle (C’) de centre 2 et de rayon r est tangent a (C) au point de contact M alors les
deux rayons [QQM] et [AM] sont perpendiculaires & la tangente commune aux deux cercles. Ainsi
les points €2, M et A sont alignés.

Deux situations sont alors possibles :

— Les points sont alignés dans 'ordre A, M, €2, i.e. Q se trouve sur le segment [AQ]. On a alors
AQ=AM+MQ=r+1.

(D) est tangente au cercle (C') de centre Q et de rayon 7 si et seulement si d(2, D) = r.
On va ainsi chercher les points Q(z,y) tels que AQ =1+ d(Q, D).
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Si Q a pour coordonnées (z,y) alors d(Q2, D) = |z| et AQ = /(x —2)%2 + 42

On a ainsi
AQ=14d(Q,D) & 1+z|=+(z—2)2+y?

& 242z +l=(r—-2)%+4°
o 224 2z|+1=0%—da+4+9°
& dr+2x|=y*+3

x>0 r <0
< y?+3 ou 3+ 92

T = x =

6 2
+ 2 y*+3

Remarquons que la situation z <0 et x = n’est pas possible, on a donc x =

— Les points sont alignés dans l'ordre M, A, Q i.e. A se trouve sur le segment [M€]. On a alors
MQ=AQ+ MA, ot AQ=MQ—-MA=r—1

(D) est tangente au cercle (C’) de centre et de rayon 7 si et seulement si d(Q, D) = r.

On va ainsi chercher les points Q(z,y) tels que AQ = d(,D) — 1.
Si Q a pour coordonnées (z,y) alors d(Q2, D) = |z| et AQ = +/(x —2)2 + 42

On a ainsi
AQ=d(Q,D)-1 < J|z|-1=+/(z—2)2+y?

= 2% -2z|+1=(z—-2)%+4?

= 2% - 2z|+1=2" 4z +4+9°

= da—2z|=9y*+3
x>0 r<0

= x_3+y2 ou x_y2+3
2 -6

y*+3 y*+3

La encore la situation x < 0 et x = n’est pas possible, on a donc x =

2
Réciproquement on a

x>0
3492 © AQ=d(2,D) -1

T

— Les points sont alignés dans Uordre M, Q, A, ie. Q se trouve sur le segment [MA]. On a
alors MA=AQ+ MQ, dout AQ=MA-QM =1—r

(D) est tangente au cercle (C') de centre Q et de rayon 7 si et seulement si d(§2, D) = r.
On va ainsi chercher les points Q(z,y) tels que AQ =2 —d(Q, D).

Si Q a pour coordonnées (z,y) alors d(Q, D) = |z] et AQ = /(z — 2)2 + y2.

On a ainsi
AQ=2-d(Q,D) & 1—|z|=+(z—2)2+y?
= 2% = 2z[+1=(z—2)%+¢*
= 22 - 2z|+1=2%—dz+4+y>
= 4o —2z|=9*+3
x>0 r <0
= 3+y? ou y*+3
T = xr =
2 6
y*+3 3+

La situation x < 0 et x = n’est pas possible, si z > 0 alors z = > 1, dou

2
(x —2)2+y2=1-|z| <0 ce qui est également impossible.
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Finalement le cercle (C') de centre Q(z,y) et de rayon r est tangent a (C) si et seulement si
y?+3 y* +3
x = ouzx =
2 6
On reconnait la réunion de deux paraboles d’axe focal 'axe (Ox) et des sommets respectifs

3 1
Sl (2,0> et SQ (270).

Corrigé de ’exercice 27

1. La droite paralléle & l’axe des abscisse passant par C(t) passe également par le point A(t)
de coordonnées (0, sin(t)). On va déterminer 'image de A(t) par la symétrie orthogonale par
rapport a la droite (OC(t))

La symétrie orthogonale par rapport & la droite (OC(t)) est la réflexion d’angle 2¢ dont la

cos(2t)  sin(2t) )

matrice dans la base canonique est (sin (2) —cos(2t)

On a
(o 0 () = (i ) = (s )

Ainsi 'image A(t) de A(t) par la symétrie orthogonale par rapport & la droite (OC(t)) est le

point de coordonnées (2 cos (t)sin ()7, sin (£)* — cos (t)* sin (t))

La droite D, est la droite passant par C(t) et A(t), elle est ainsi dirigée par le vecteur de coor-
données (cos (t) (28111 (t)? — 1) ,sin (£)* — cos (t)*sin () — sin(t)) = (cos (t) (QSin (t)? — 1) , —2cos (t)* sin (t))

Puisque cos(t) # 0 on prend comme vecteur directeur le vecteur @ (t) de coordonnées
(ZSin (t)> =1, —2cos(t) sin (t))

La droite D; a donc pour représentation paramétrique
{(cos(t) +A <2sin (t)? — 1) ,sin(t) — 2\ cos(t) sin (t)) ,AE R}
2. Pour t € }—g, g [, '(t) a pour coordonnées (4 cos(t) sin(t), 2sin®(t) — 2 cos®(t))

(zsm (t)? — 1) deos(t)sin(t) | _
—2cos(t)sin (t) 2sin®(t) — 2cos?(t)

Ainsi la famille de droites (Dy) te[-3.2] admet une enveloppe.
272

On cherche cette enveloppe sous la forme C(t) + A(t) W (t) ot A est tel que C'(t) + A(t) @’ (t)
et () soient colinéaires.
On a ainsi det(C’(t) + M)W’ (t), € (t)) = 0, d’on

det(C"(t), W ()

_ ) 1
MO =~ Get(a (0.2 @) 2

L’enveloppe des droites (D) e

—sin(t)  2sin(t)*—1 | 1
cos(t) —2cos(t)sin ()| 2 cos(t)

_z.5] est ainsi la courbe paramétrée par
272

x(t) = sin(t)? cos(t) + COSZ(t)

y(t) =sin(t)’

3. On étudie la courbe paramétrée ainsi définie

™
x est paire et y est impaire, on restreint notre étude a [O, 5] et on obtiendra le support

complet par symétrie par rapport a ’axe des abscisses.
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Pour t € [O, g] on a

2/ (t) = 351;1(” (1 — 2sin(t)?) = 3sin(t) (*f - sin(t)> (*f + sin(t))

y'(t) = 3cos(t)sin(t)? > 0

On en déduit le tableau des variations conjointes

T T
t 0 i 5
' (t) 0 + 0 -
V2
2

N}
)

—_

On a un point singulier au parametre 0.

2 COS(t)_} 3. 13, 4
x(t) o sin(t)” cos(t) + 5 =35 + 4t —16t +o(t%)
_ 43 4
y(t) S0 t*+o(t%)

Ainsi 1 3
()2 (2) 2 (o) o

3
La famille ((4) , (?)) est libre donc le point de parametre 0 est donc un point de rebrous-
0

sement de premiere espéce. La tangente en ce point est dirigée par le vecteur de coordonnées

3
<4> dans la base canonique.
0

On obtient le tracé suivant
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Figure .4 — Tracé de I’enveloppe

<@

1.0 1

P
8

—1.0 A

—15 1
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